MINISTERUL EDUCATIEI INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN BISTRITA-NASAUD

Olimpiada Nationald de Matematica
Etapa locala — 11 februarie 2023
Clasaa V-a
Barem de corectare si notare

Subiectul 1:
a) Calculati numarul A=7+21+35+...+231.

b) Aratati ca numarul B = (7 A)2023 este patrat perfect.

Barem de corectare si notare

a) A=7[1+2+3+4+5+...+32+33—(2+4+6+...+32)]

............................................... 1p
A=7[33-34:2-2-(1+2+3+..416) | ..o 1p
A=7(33-1716-17) = 7-17+(33-16) w....roveeeeereoreeeeeoeeoeeeseeeeeeeeeeeeeee oo 1p
A= 7077 = 2028 o 1p

B) B=(TA) ™ = (77172 ) e 1p
B :((7-17)2)2023 ....................................................................................................... 1p
B= (1192023 )2 L PALTAL PETTECE ...ttt e e et e e 1p

Subiectul 2:

2023
a) Comparati numerele a si b, unde a= (13 +22+3¥ +4° 45+ 63) si b=9%2.7%%

b) Scrieti numarul m= (103 +20° +30° +40° +50° + 60° )n ca un produs Tntre un patrat perfect si un

cub perfect, unde n este un numar natural nenul.

Barem de corectare si notare

a) a=(1+8+27+64+125+216)"" =441

D=(212)"7 4417 | =D ..o 1p
) m=[(10-2)" +(10-2)" +(10-3)° +(10-4)° +(10-5)' +(10-6)' | oo 1p
m=[103~(13+23+33+43+53+63)T ................................................................................ 1p
dar (I’ +2°+3° +4° +5°+6%) =212, deci M =(10° 217 .....ooviiiiiiece e 1p
M= (107) - (217) o 1p
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JUDETEAN BISTRITA-NASAUD

Subiectul 3:
Aflati numarul natural ab, cu cifre distincte, pentru care (% - ﬁ) (a—b)= bb-ba—2015.

Barem de corectare si notare

(10a +b —10b —a):(a—b) = (10b + b)(10b + @) — 2015 ..o 1p
(9a —9b): (@ —DB) = 11D = (10D 4 @) — 2015 eeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeees e se e e aesee s 1p
9(a — B): (@ = B) = 11D = DA = 2015 oottt 1p
9 =11b-ba— 2015 11b-ba = 2024 & b - DA = 184.....ccocoooiecseerceeeeeeeeeee e, 1p
Daci b -ba = 184, atunci b = 4. Dacih = 5, atunci 5 - 51 = 225, iar 225 > 184 ......ccocoevevnnn. 0,5p
Dacih =4 =4 -4a =184 = 20 = 46 = @D = 64u..cooooooeoeeeeeereereeeereeeeereeeseneen i 1p
Dacih =3 = 3-3a = 184 = 184 nu este diviZiBil €U 3ueveoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeereeeree e e e e 0,5p
Dacih =2 =220 = 184 =3 20 = 92, 1L COMVIME evvveveeeeeeeereeeeeeeeereeeeeeeeeseseraeeeeseresaeeessaseens 0,5p
DAaCih =1 =3 1 - 1@ = 184, T COMVITIE cvovvveeeeeeeeeereeeeeeeeereeeeeeeeeses e eeeeeseseseseeesesesaseesseseeeseeesesens 0,5p
Deci ab = 64

Subiectul 4:

Trei biciclisti au plecat impreuna la ora 10 din localitatea 4 catre localitatea B astfel: primul merge 20 minute
si std 5 minute; al doilea merge 30 de minute si sta 10 minute, iar al treilea merge 35 de minute si sta 15
minute. Cand merg, bicicistii au aceeasi viteza. La ce ora se vor reintalni cei trei biciclisti dupa ce se despart
prima oara?

Barem de corectare si notare

Cei trei biciclisti se despart prima oara la ora 10: 20, cand primul biciclist se opreste si sta 5 minute. ........ 0,5p
Al doilea si al treilea biciclist merg impreuna pana la ora 10: 30, cand al doilea biciclist se opreste si sta 10
TTUNIUEE. .otttk b s b b £ bbb H b4 b e £ H b H R £ R E £ E R R R R bbbt Rt bt r e 1p

Al treilea biciclist continua sa mearga pana la 10: 35, cand se opreste si std 15 minute. Dupa fiecare oprire,
biciclistii continua sa se deplaseze, mergand cu aceeasi viteza. Daca sunt in miscare, distantele dintre ei se

PASITEAZA. ...oeiiiiiiie iR nr s 1p
Ei se pot intdlni numai dacd 2 se gasesc in repaus in acelasi loc si al treilea trece prin dreptul lor. De aceea
trebuie studiata pozitia celor trei biciclisti atunci cand doi se gasesc in repaus in acelasi loc .........cccccocereenee. 1p

Reprezentam printr-un segment distanta parcursa de un biciclist in 5 minute.

10:20 - 10:25 10:45 - 10:50 1:10-11:15
I biciclist ' + + ' 13 + ' ' . ! : : - . :
10:30 - 10:40 11:10-11:15
Il biciclist ' 4 + + + . ° : : : : : ®
10:35-10:50 11:10-11:15
11l biciclist ' - + 2 ' : . ° . : . + °
Se acorda cate 0,5 p pentru fiecare reprezentare corecti ce reprezinta cei trei biciclisti. In total ................. 1,5p.
Prima data se intdlnesc primii biciclisti la ora 11: 10, cand ei parcurg, fiecare, cate 12 segmente. .............. 0,5p
Ei ramén impreuna pana la ora 11: 15, moment in care prin dreptul lor trece cel de-al treilea biciclist ....... 0,5p
Deci, laora 11: 15 cei trei biciclisti se vor intdlni prima oara, dupa ce s-au despartit la ora 10: 20. ....... 1p

Distanta fata de localitatea A Tn momentul intalnirii este de 12 segmente.
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MINISTERUL EDUCATIEI INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN BISTRITA-NASAUD

Olimpiada Nationalid de Matematica
Etapa locala — 11 februarie 2023
ClasaaVl-a

Barem de corectare si notare

Problema 1

Fie a, b, ¢ trei numere naturale. Daca a reprezinta 40% din (a + b), iar b reprezinta 30% din (a+ b + ¢),
atunci:

a) Determinati trei numere naturale prime cu care a, b, ¢ sunt direct proportionale;

b) Daci a? + b? + ¢? = 152, determinati numerele a, b, c.

Barem de corectare si notare:

a) a=%(a+b)=> a=§(a+b)<:>3a=2b lpunct
— 30 -3 _

b—loo(a+b)=>b—10(a+b+c)<:>5b—3c 1punct
a-2, 2_¢ 1punct
2 3 3 5
% = % = % © a, b, ¢ direct proportionale cu 2, 3, 5 numere prime Ipunct

b) $=3=<=k=a=2k b=3k c=5k 1punct
k*=4>k= 1punct
a=4, b=6, c=10 lpunct
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Problema 2
Determinati numerele naturale n pentru care 2n + 3 divide 5n + 4.

Barem de corectare si notare:

2n + 3|2n + 3, atunci 2n + 3|5(2n + 3) © 2n + 3|10n + 15 2puncte
2n + 3|5n + 4, atunci 2n + 3|2(5n + 4) © 2n + 3|10n + 8 2puncte
2n + 3|((10n + 15) — (10n + 8)) 1punct
2n + 3|7 1punct

2n + 3 =1, n nu este numar natural

2Zn+3=7=>n=2€N 1punct

Problema 3

Se dau A, O, B trei puncte coliniare, iar C si D doud puncte situate de aceeasi parte a dreptei AB. Daca
m(xCOD) = 90°, iar m(xAOC) este cu 12° mai mica decat m(«xBOD), calculati masura unghiului format de

bisectoarea <AOD cu bisectoarea <BOC.

Barem de corectare si notare:

m(<AOC) = u = m(«BOD) = u + 12° 1punct
2u+102° =180° = u = 39° 1punct
m(xA0C) = 39°, m(«xBOD) = 51° 1punct
Daca [OM bisectoarea <A0D = m(XAOM) = m(«xMOD) = 64°30’ 1punct
Daca [ON bisectoarea <BOC = m(«BON) = m(«xNOC) = 70°30’ 1punct
m(XMON) = 180° — (m(xAOM) + m(£BON) = 1punct
= 45° 1punct
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MINISTERUL EDUCATIEI INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN BISTRITA-NASAUD

Problema 4

Fie sapte unghiuri formate 1n jurul unui punct, avind masurile in grade exprimate prin numere naturale care

dau acelasi rest prin impartire la 15. Demonstrati ca printre acestea existd doud unghiuri egale.
Barem de corectare si notare:

uy = 15¢; +1r; uy, =15¢c, +1r; uz3 =15¢c3+71; uy =15¢c, +1; us = 15¢c5 +1r; ug = 15¢4 +1;

u; = 15¢;, +r 1punct

Uy + Uy +Us + Uy +Us +ug +Uu; =360° > 15(c; +c,+ ¢35+ ¢4+ s +cg+c7)+7r =360  1punct

=>7ri15,r<15=r=0 1punct
ci+cy+ce3+c,+ces+cg ey, =24 1punct
Dar,1+2+3+4+5+6+7=28>24 1punct
Deci, cel putin doua caturi trebuie sa fie egale 1punct

Deexemplu,1+2+3+3+4+5+6=24

Deci, printre cele sapte unghiuri exista cel putin doud unghiuri egale Ipunct
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MINISTERUL EDUCATIEI INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN BISTRITA-NASAUD

Olimpiada Nationald de Matematica
Etapa locala — 11 februarie 2023
Clasaa Vll-a
Barem de corectare si notare
Problema 1

Se considera numarul

1

1
TV 2(14V2) V23 3) Jn Gt D+ V)

unde n € N*.
a) Aratati ca, pentru oricare n € N*,

1 1 1
Jnm+tD(Wn+vn+l) Vo Vn+l

b) Pentru n =2022 aflati valoarea lui A si rezolvati in R, ecuatia

1
VEA=Vr-—
.. Barem
Detalii rezolvare .
asociat
a) Amplificand cu
1 _ Vvn+1—+n _
VA DR+ VRFT) Jnr D (Vad T —vn)
_Vn+ —Vn _ Vn+1 Vn _ 1 1 )
T Vnvntl Vnvntl vantl vn va+l P
b) Aplicand egalitatea de la punctul a) avem:
1 1 1 1 1 1 1p
=———4+—=——=+ -+ — =1-
Vi V2 V2 3 V2022 /2023 V2023
1
2023 =7-17?siavemA=1——— 1
17\/_ P
1 1 1
\/;'A—\/;—l—‘:’(A_l)\/;——— —W\/_——ﬁ@ 1p
1 177
@\/_—E —(:)\/_ Viex=7 1p
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Problema 2

Se considera multimile:

A:{nez/ “*H)"ez} si B:{xEQ/\/x2+\/x2+1eQ}.

2n+1

Sa se determine multimea A— B.

Detalii rezolvare Bargm
asociat
n+(-1)" 1 1
Daci n este par atunci nJer(l+1) = 21:_1, 21::_1 € Z rezulta 2n+1 | n+1, 1
iar din 2n+1 | 2(n+1)-(2n+1) rezulta 2n+1 | 1, deci n € {—1; 0}. g
Dar n este par, decin=0.
—1)n ) 1
Pentru n = 0 se obtine n;‘l(’l+1) =V1=1deci0 €A P
n+(-1D)" -1 -1
Daca n este impar atunci n;(z+1) = 21:”1, 21:”1 € Z rezulta 2n+1 | n-1,
iar din 2n+1 | 2(n-1)-(2n+1) rezultd 2n+1 | -3, 1p
decine {—2;—-1;0;1}
Dar n este impar , decin € {—1;1}.
_ . n+(-1)" _
Pentrun = -1 se obtine il V2eZ. 1p
_1 n A X
Pentru n = 1 se obtine n;(z+1) =0, 0e Z decile Asi A={0;1}
Pentrux =0 rezulti V32 + VaZ+1 =0+ VO+ 1 =1, 1€ Q 1p
Pentrux = Lrezulti Va2 + Va2 +1 =1+ VI+1=v1+ V2 ¢&0Q 1p
0€eB,1¢ B,deci A—B={1} 1p

Str. 1 Decembrie nr.5, Cod 420080, Bistrita, Jud. B-N

Tel: +40 (0)263 213529
Fax: +40 (0)263 216654
www.isjbn.ro




MINISTERUL EDUCATIEI INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN BISTRITA-NASAUD

Problema 3
Fie G centrul de greutate al triunghiului oarecare ABC, E simetricul lui G fata de dreapta
BC, F mijlocul segmentului AE, {H} = GE n BC si D mijlocul laturii BC.
a) Aratati ca punctele G, D, H, F sunt vdrfurile unui paralelogram.

b) Calculati aria AFGE in functie de s, unde s este aria paralelogramului de la punctul a).

Detalii rezolvare Bare_m
asociat
a) E simetricul lui G fata de dreapta BC, {H} = GE n BC = H mijlocul lui GE,
dar F mijlocul segmentului AE = FH linie mijlocie in A EAG = FH || AG si FH = % 2p
G centrul de greutate in A ABC si AD medianda = GD = AZ—G =FH 1p
Cum FH || AG,G € AD = FH || GD si FH = GD = DGFH paralelogram 1p
b) H mijlocul segmentului GE = FH mediani in A EFG = Apgy = AFZGE 1p
_ ApGrH _ S
DGHF paralelogram = Apgy = =3 1p
. S
Decl AFGE = ZAFGH =2- E =S. 1p
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MINISTERUL EDUCATIEI INSPECTORATUL SCOLAR
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Problema 4
Fie triunghiul echilateral ABC, punctul M mijlocul laturii BC si punctul D aflat pe

bisectoarea unghiului <xABC astfel incat <BDM = 15°.
a) Aflati <ADC.
b) Daca E este punctul de intersectie al dreptelor DC si AM, iar F punctul de intersectie al
dreptelor AB si MD, demonstrati ca BD = EF.

Detalii rezolvare Bare:m
asociat
A
D
N
B
@
W
1p
F
E

a) Fie N mijlocul laturii AC. Atunci BN L AC si MN || AB, deci xDNM = «<DNC + 1p

LCNM = 90° + 60° = 150°.
Rezulta xDMN = 180° — <DNM — <NDM = 180° — 150° — 15° = 15°,de unde ND = 1p
MN
Reiese ND = NA = NC, deci AADC este dreptunghic, iar xADC = 90°. 1p
b) Din «DBF = 30° + 120° = 150° reiese <DFB = 15°, deci DB = BF. 1p

Mediatoarea segmentului BC este AM , <EBC = <ECB = 180° — 60° — 45° = 75°, de 1p

unde XEBF = 120° — 75° = 45°, (1)

Patrulaterul ADEF este inscriptibil, deoarece <xEAF = <EDF = 30° si este convex.

Rezulta «<EFA = 180° — <EDA = 90° de unde, folosind (1), xEBF = «<BEF, deci EF = 1p

FB = BD.
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Olimpiada Nationald de Matematica
Etapa locala — 11 februarie 2023

Barem de corectare si notare - clasa a VIll-a

Problema 1.
9 8 1

-3
a) Sa se determine [x] daca x = (m - E) . (ﬁ) , unde [x] reprezinta partea intreagi a

numarului real X.

b) Determinati valoarea expresiei E (x) = 2 \/(x — \/E)Z + \/(Zx - \/§)2 + |\/§ — \/§|,
stind cdl<x <42

Solutie cu barem.

-3 _
) x=(m-=) (%) =(22-2)(6v8) =222 6v6=27v2-16v3 ... .......... 1p
272 = /1458 si 38 =\/1444 < V1458 < V1521 = 39
16v3 =/7685i 27 =\/729 <768 <784 =28 . . . . . ... .. ..., o
Se obtine 10 < 27v2 — 16+v/3 < 11 pentru ca {27v2} < {16V3},deci [x] =10 . . . . .. . ... .. ... 1p
b)Daci 1 <x <+v2avemcd2<2x<2V2dupicare: x—v2<0si 2x—vV3>0............ 1p
E(x) =2-\/(x—\/§)2 +\/(2x—\/§)2 +|V2-V3| =2 |x=V2|+ |2x =3+ |V2-V3] . . .. .. . 2p
E(x) =2V2 = 2x+2x—V3+V3=V2=~2 . . . .. 1p
Problema 2.
Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia:
xyz—6x+3y—2z =3xy —2xz+yz+ 2023
Solutie cu barem.
xXyz+2xz—6x—3xy+3y—yz—2z+6=2023+6 .. ... . ... ... ... 1p
xzZ(y+2)—3x(y+2)—y(z—-3)—2(z—3)=2029. . . . ... .. 1p
xy+2)z-3)—(z-3)y+2)=2029 c(x-1Dy+2)(z—-3)=2029 ............. 1p
|ar Dzozg = {1, 2029} ................................................ 1 p

Cum x,y,z sunt numere naturale avemcax —1> -1,y +2>2siz—3 > -3

Astfel avem 2029 = 1-1-2029 = (—1)-(—=1)-2029 . . . . . . . .. 1p
y+2=2029=y=2027

x—1=1siz—3=1deundex =2 siz=4

x—1=—-1siz—3=—-1deundex =0 Siz=2. ... . . . . . . ... 1p
Obtinem solutiile: (x,y,z) € {(2,2027,4),(0,2027,2)} . . . . . .. . 1p



Problema 3.
Fie cubul ABCDA'B'C'D'. Pe muchiile [BB'] si [CC'] consideram punctele M si N astfel incat suma

AM + MN + ND' sa fie minima. Daca MN = 2v/10 cm, calculati sinusul unghiului determinat de
dreptele MN si AD.

Solutie cu barem.

I ¢
ﬁ A B ¢ D
A I B N
I N
I
I 0 a
I
| M
]
D M
,)'""‘"""' C A B C D
’/
./
A B
Dreptele AD si MN suntnecoplanare. ... . . . .. ... .. .. ... i v v 1p
Cum AD || BC = (AD;MN) = (BC;MN) = (0Q,MN) = NOQ,
unde {0} = MN n BC'si OQL CC'.
Suma AM + MN + ND' minima, utilizatd pe desfasurarea laterald conduce la
coliniaritatea punctelor A, M, Nsi D' . e .. ... 1p
AA', BB', CC'si DD’ sunt paralele echldlstante astfel ca AM MN = ND'=2v10cm . . . ... .. 1p
Avem si: MB—EBB' si NC—ECC' .................................... 1p
Se determina lungimea muchiei cubului din A NC'D":
daci C'D’ = 3x, atunci C'N = x si avem ca 9x2 + x? = (2v10)" de unde x = 2
iar muchia cubului are lungimeade6cm.. . . . . . . . ... L 1p
Se calculeaza perand: ON =+vV10cm, NQ=1cm,. . . . . . . . . . .. 0 it i 1p
-  sin NOD = L — Y10
Avem din A OQN: sinNOQ S T T o e . 1p

Problema 4.

a) In spatiu avem 9 puncte astfel incat ele sunt situate pe patru drepte paralele cu dreapta a si de
asemenea pe trei drepte paralele cu dreapta b, dreptele a si b nefiind paralele. Sa se demonstreze
ca punctele sunt coplanare.

b) Pe planul dreptunghiului ABCD se ridica perpendiculara SA. Fie E mijlocul segmentului [SC].

i) Demonstreaza ca A DEB este isoscel.
ii) Daca M este mijlocul segmentului [BE], SM n BC = {N}, iar BD N AN = {P}, arati ca
MP || (SAD).

Solutie cu barem.
a) Fie dreptele by, b, si bs cele trei drepte paralele cu dreapta b
lar aq,a,,a; si a, cele patru drepte paralele cu dreapta a
Pe una dintre dreptele a; (fie aceasta a;) suntcel putin3puncte . . . . . .. ... .. ... .. ... 1p
Aceste 3 puncte (Impreuna cu celelalte 6 puncte) trebuie sa se gaseasca
sipe3drepteparalelecub. . . . . .. 1p



Cum oricare dintre ele nu se pot gasi pe o dreaptd by, daca a; si by sunt necoplanare (deoarece a, 4 b),
atunci obtinem ca cele 3 drepte by, b, si b; paralele cu b se intersecteaza cu a; in cele trei puncte.
Ceea ce Inseamna cd toate punctele sunt coplanare. . . . . . . ... ... ... ... ... ... ... 1p

b)

a)Fie {0} =ACNnBD

cum E este mijlocul segmentului [SC] avem ca
[EO] este linie mijlocie in A SAC

Deci EO || SAiar SA L (ABC)

Prinurmare EO L (ABC),adiciEO L BD. . 1p
Astfel: [EO] este mediana si indltime in A DEB,
prin urmare A DEB este triunghi isoscel
CulED|=[EB].. . .. .. ... ....... 1p

b)

SA 1 (ABC), SA © (SAN) = (SAN) L (ABC)
EO 1 (ABC),EO C (EBD)=> (EBD) L (ABC) . . . . o o i 1p
(EBD) n (SAN) = MP

= MP L (ABC) = MP |ISA MP I (SAD) . .. ... ..........



